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 )¡£¢K¤�¥6¦�§x¨�©�ª�«�¬e©q­�®�¢�ª�¯ ¢�°�«�¯ ¥6¯²±²¡£­x¯ §z¤H³A¦�§|´µ¦7¦7¢E¶�­x©£·
§x¦7¯ ¢a«�¦�¸Q¹�¦7¢�º�¦�«&¡£¢�ª»§x©\¯ ¢�¬e¦7­*º�±²¡q«x«�¯ ®Aº7¡�§x¯ ©q¢�«6§x©\¢�¦7´
¹�¢�«�¦7¦7¢`ª�¡�§ ¡H¡£­x¦M¬e©q¹�¢�ª\¯ ¢E§x¨�¦j± ¯ §x¦7­ ¡�§x¹�­x¦�¼ ½�¾'¿�À?ÁEÂz¢
«�¶�¯ §x¦�©£¬^§x¨�¦Z¡�Ã�¡£¯ ±²¡£³�¯ ± ¯ §|¤�©£¬^§x¨�¦�«�¦Z¡£± °q©q­x¯ §x¨�¥0«7¾£§x¨�¦7­x¦�¯²«
«|§x¯ ± ±U¡�±Ä¡£­x°q¦Å¢K¹�¥�³A¦7­'©£¬�¹�¢�º�±²¡q«x«�¯ ®�¦�ª&«�¦�¸Q¹�¦7¢�º�¦�«�¯ ¢M§x¨�¦
¶�¹�³�± ¯²ºZ­x¦7¶A©Q«�¯ §x©q­x¯ ¦�«7¾Q´
¨�¡�§
«�¹�°q°q¦�«|§ «µ§x¨�¡�§�§x¨�¦7­x¦�¯²«'«|§x¯ ± ±
¢�¦7¦�ª&¬e©q­
¢�¦7´Æ¯ ¢KÃq¦�«|§x¯ °Q¡�§x¯ ©q¢�«�¯ ¢-§x¨�¦�¡£­x¦�¡�Á

Ç ¢�¦�©£¬�§x¨�¦�¡£± §x¦7­x¢�¡�§x¯ Ãq¦�«µ§x©]¯ ¥6¶�­x©�Ãq¦Z±²¡£³A¦7± ± ¯ ¢�°6¯²«�§x©
¯ ¢KÃ£¦�«|§x¯²°Q¡�§x¦j¢�¦7´È¥6¦�§x¨�©�ª�«0¬e©q­0­x¦7¶�­x¦�«�¦7¢Q§x¯ ¢�°W¡£¢�ª`¦�ÉK·
§x­ ¡qº�§x¯ ¢�°Ê¯ ¢�¬e©q­x¥0¡�§x¯ ©q¢Ë¬e­x©q¥Ì§x¨�¦`¶�­x©£§x¦7¯ ¢Í«�¦�¸Q¹�¦7¢�º�¦�«7Á
Ç ¢�¦Å©£¬�«�¹�º ¨M¡£¶�¶�­x©Q¡qº ¨�¦�«�¯²«�§x¨�¦�¹�«�¦�©£¬�Î�Ï�ÐOÑ ÒµÓ�ÑlÔ�Õ�Ö�×�Ø�Ù
ÏxÔ�ÕAÖ�×�ÐOÚµÛ�ÏxÜ�ÝMÞlß�à�àZá�¼ â7À?Á

ã'¨�¦µ¥0¡£¯ ¢�ª�¯ äMº�¹�± §|¤�©q¢�ª�¦�¡£± ¯ ¢�°Å´
¯ §x¨]ß�à�à�«�§x©�º�±²¡q«|·
«�¯ ¬e¤E¶�­x©£§x¦7¯ ¢`«�¦�¸Q¹�¦7¢�º�¦�«]¯²«�§x¨�¡�§0¯ §M¨�¡q«6¡)®�É�¦�ª\¢Q¹�¥]·
³A¦7­�©£¬�¯ ¢�¶�¹�§ «�¡£¢�ªj¶�­x©£§x¦7¯ ¢*«�¦�¸Q¹�¦7¢�º�¦�«Å¡£­x¦�Ã£¡£­x¯²¡£³�± ¦�¯ ¢
± ¦7¢�°£§x¨-¼ å�À?Á�æK¯ ¢�º�¦
¡Z­x¦7¶�­x¦�«�¦7¢q§ ¡�§x¯ Ãq¦'«x¡£¥6¶�± ¦�©£¬A¶�­x©£§x¦7¯ ¢�«
¨�¡�Ã£¦�ª�¯ çC¦7­x¦7¢q§
¢K¹�¥�³A¦7­
©£¬�¡£¥6¯²¢�©0¡qº�¯²ª�«7¾�¡]ª�¯ ­x¦�º�§Åº�©�ªK·
¯ ¢�°H«xºx¨�¦7¥6¦-º7¡£¢W¢�©£§]³A¦-¡£¶�¶�± ¯ ¦�ªEª�¯ ­x¦�º�§x± ¤qÁ�èÅ©�´�¦7Ã£¦7­�¾
§x¨�¦êé^× ë�Ø�×�ìCÓ ×WícÛ7î�ÑÄìKï»ð�ñHéAÕ Ñlî�ÑÄìKïóò-ÑÄìCîqÛ�ÚôÞOæ�õ'æKöÆá
«xº ¨�¦7¥6¦*¼ ÷�À'º7¡£¢H³C¦0¹�«�¦�ª�§x©*­x¦7¶�­x¦�«�¦7¢Q§�ª�¯ çC¦7­x¦7¢q§]«�¯ ø7¦�«
«�¦�¸Q¹�¦7¢�º�¦�«'³K¤&¶�­x©�ÃK¯²ª�¯ ¢�°0¡]®�É�¦�ª&± ¦7¢�°£§x¨jÃq¦�º�§x©q­
­x¦7¶�­x¦�·
«�¦7¢Q§ ¡�§x¯ ©q¢U¾�­x¦7°Q¡£­xª�± ¦�«x«Z©£¬�§x¨�¦0Ã�¡£­x¯²¡£³�¯ ± ¯ §|¤)©£¬�¯²¢�¶�¹�§]«�¦�·
¸Q¹�¦7¢�º�¦�«
«�¯ ø7¦�«7Á

ù ú#û���ü'����û�ýEû��-�þú#ü���ÿ-�0���

ã'¨�¦jº�©�ª�¯ ¢�°H«xº ¨�¦7¥6¦&¹�«�¦�ªE¯ ¢E§x¨�¯²«�´�©q­��C¾�¨�¦7­x¦-º7¡£± ± ¦�ª
é^× ë�Ø�×�ìCÓ ×jícÛ�î�ÑÄìKïHð�ñjéAÕ Ñlî�ÑÄìKïÊò-ÑÄìCîqÛ�ÚÈÞOæ�õ'æKöÆá�¾�º7¡£¢
³A¦�ª�¦�«xº�­x¯ ³A¦�ª-¡q«�¼ ÷�À��

ß�«�¦�¸Q¹�¦7¢�º�¦
X

¾K©£¬�± ¦7¢�°£§x¨
N

¾K¯²«'ª�¦�®�¢�¦�ª-¡q«�¡�± ¯ ¢�¦�¡£­
«�¹�º7º�¦�«x«�¯ ©q¢�©£¬

n
«�¤K¥�³C©q±²«�¬e­x©q¥ ¡M®�¢�¯ §x¦M¡£± ¶�¨�¡£³A¦�§�¾

A
¾

©£¬c± ¦7¢�°£§x¨
r
Á�ßó«�¦7°q¥6¦7¢q§Z©£¬

n
«�¤K¥�³C©q±²«7¾�´
¯ §x¨

n ≤ N
¾

¯²«]ª�¦�®�¢�¦�«]¡
n − tuple

ÁHã'¨�¦&Ãq¦�º § ©q­
Wn

º�©q¢�«�¯²«|§ «�©£¬
¡£± ±�¶A©Q«x«�¯ ³�± ¦

n − tuples
§x¨�¡�§�º7¡£¢�³C¦6¦�ÉK§x­ ¡qº�§x¦�ª*¬e­x©q¥

«�¦�¸Q¹�¦7¢�º�¦
X

Á���¹�­�§x¨�¦7­x¥6©q­x¦q¾
Wn

¨�¡q«'± ¦7¢�°£§x¨
rn

Á
ã'¨�¦6¦7± ¦7¥6¦7¢q§ «�©£¬µ§x¨�¯²«�Ã£¦�º�§x©q­�¡£­x¦�©q³�§ ¡£¯ ¢�¦�ª)¬e­x©q¥ ¡

«�± ¯²ª�¯ ¢�°&´
¯ ¢�ª�©�´
wn

©£¬µ± ¦7¢�°£§x¨
n

§x¨�¡�§Z¯²«�­x¹�¢*§x¨�­x©q¹�°q¨
§x¨�¦�«�¦�¸Q¹�¦7¢�º�¦

X
¾�¬e­x©q¥ ¶C©Q«�¯ §x¯ ©q¢

1
§x©

N − n + 1
Á

Ç §x¨�¦7­\´�©q­���«E¹�«�¦�ª §x¨�¦Íé�í�é�ò º�©�ª�¯ ®Aº7¡�§x¯ ©q¢ ¬e©q­
¥6¦�¡q«�¹�­x¦µ«�¯ ¥6¯ ±²¡£­x¯ §|¤	��ª�¯²«x«�¯ ¥6¯ ±²¡£­�¯ §|¤�³C¦�§z´�¦7¦7¢�«�¦�¸Q¹�¦7¢�º�¦�«7¾

¡£± §x¨�©q¹�°q¨-´
¯ §x¨*ª�¯ çC¦7­x¦7¢Q§Å¥6¦�§x­x¯²º7«�¼ ¿�
�¾
��À?Á
Âz¢»¼ ��À�ß�à�à ´'¡q«�¹�«�¦�ª�§x©*º�±²¡q«x«�¯ ¬e¤�«�¦�§ «�©£¬�¶�­x©£§x¦7¯ ¢�«

¡qº7º�©q­ ª�¯ ¢�°a§x©�§x¨�¦7¯ ­W¬e¹�¢�º�§x¯ ©q¢UÁ ã'¨�¦%¶A¦7­ º�¦7¢Q§ ¡£°q¦»©£¬
º�©q­x­x¦�º�§x± ¤)º�±²¡q«x«�¯ ®�¦�ª)¶�¡�§�§x¦7­x¢�«�Ã�¡£­x¯ ¦�ª*¬e­x©q¥

61.99%
§x©

90.40%
¾Kª�¦7¶A¦7¢�ª�¯ ¢�°�©q¢]§x¨�¦�º�¹�§x©£ç&¶C©q¯ ¢q§�¡£¢�ª�§x¨�¦
¹�«�¦�ª

´
¯ ¢�ª�©�´
wn

Ácã'¨�¦�³A¦�«|§
­x¦�«�¹�± §
´'¡q«'©q³�§ ¡£¯ ¢�¦�ªM§x©
n = 1¡£¢�ª

n = 2
º�©q¢�º7¡�§x¦7¢�¡�§x¦�ª^Á

Â?§'¯²«�¦�¡q«�¤]§x©]«�¦7¦�§x¨�¡�§�§x¨�¦�é�í�é�ò «xº ¨�¦7¥6¦Zª�©�¦�«µ¢�©£§
¶�­x¦�«�¦7­xÃq¦�§x¨�¦µ«�¦�¸Q¹�¦7¢�º�¦c©q­ ª�¦7­�Á�æK©
§x¨�¦�¡£¥�³�¯ °q¹�¯ §|¤Z¶�­x©q³�·
± ¦7¥ º7¡£¢�¡£­x¯²«�¦q¾A´
¨�¦7­x¦6ª�¯ çC¦7­x¦�¢Q§�«�¦�¸Q¹�¦7¢�º�¦�«Zº7¡£¢)­x¦�«�¹�± §
©q¢j¯²ª�¦7¢q§x¯²º7¡£±UÃq¦�º�§x©q­ «Z¼ ��ÀzÁ

ã'¨�¦%¡£¥�³�¯²°q¹�¯ §z¤Ë¶�­x©q³�± ¦7¥þº7¡£¢ó³C¦»«�©q­�§x¦�ªÍ©q¹�§ê³K¤
°q­x©�´
¯ ¢�°�§x¨�¦�´
¯ ¢�ª�©�´

wn

± ¦7¢�°£§x¨UÁ���¹�­�§x¨�¦7­x¥6©q­x¦£¾K¬e©q­Å¡
±²¡£­x°q¦7­µ¦7¢�©q¹�°q¨0´
¯ ¢�ª�©�´�¾q§x¨�¦�¡£¥�³�¯ °q¹�¯ §z¤6¶�­x©q³�± ¦7¥�ª�©K¦�«
¢�©£§M¦�É�¯²«|§�¾'³�¹�§M´
¯ §x¨»§x¨�¦*´
¯ ¢�ª�©�´È«�¯ ø7¦*°q­x©�´
¯ ¢�°�¾µ¡£¢�·
©£§x¨�¦7­6¶�­x©q³�± ¦7¥ ¡£­x¯²«�¦qÁEã'¨�¦j«�¯ ¥6¯ ±²¡£­x¯ §|¤ê³A¦�§|´�¦7¦7¢`«�¹�³�·
«�¦�¸Q¹�¦7¢�º�¦�«
§x¨�¡�§�¡£­x¦�«�¥0¡£± ± ¦7­Å§x¨�¡£¢j§x¨�¦�´
¯ ¢�ª�©�´Í«�¯ ø7¦�¯²«
¢�¦7°q± ¦�º�§x¦�ª^Á õµ©q¢�«�¦�¸Q¹�¦7¢Q§x± ¤q¾�«�¥0¡£± ±�«�¯ ¥6¯ ±²¡£­x¯ §|¤`­x¦7°q¯ ©q¢�«
´
¯ ± ±U³A¦�¯ °q¢�©q­x¦�ª^Á

Ç ¹�­�¶�­x©q¶A©Q«x¡£±�¨�¦7­x¦6¯²«Z§x©j¹�«�¦6¥6©q­x¦�§x¨�¡£¢H©q¢�¦6´
¯ ¢�·
ª�©�´Ë«�¯ ø7¦q¾C«�¯ ¥6¯ ±²¡£­x± ¤&§x©0§x¨�¦�©q¢�¦�¹�«�¦�ª*¯ ¢W¼ ��À?¾A³�¹�§Z´
¯ §x¨
¡Ë´µ¦7¯ °£§x¨�¶�­x©q¶A©q­�§x¯ ©q¢�¡£±6§x©�§x¨�¦Ê´
¯ ¢�ª�©�´ «�¯ ø7¦Ê¹�«�¦�ª^Á
��¹�­�§x¨�¦7­x¥6©q­x¦q¾U§x¨�¦M©q¹�§ º�©q¥6¦6Ãq¦�º�§x©q­�ª�¯ ¥6¦7¢�«�¯ ©q¢ê¯²«

rn
¾

´
¨�¦7­x¦
n

¯²«H§x¨�¦%±²¡£­x°q¦�«|§ê´
¯ ¢�ª�©�´ ¹�«�¦�ª^Á Ç ¹�­W¢�¦7´
º�©�ª�¯ ¢�°�¾Aº7¡£± ± ¦�ª����qÐz×�ìCîq×xîMé^× ë�Ø�×�ìCÓ ×6ÓxÛ�î�ÑÄìKï)ð�ñMéAÕ Ñlî�ÑÄìKï
ò-ÑÄìCîqÛ�Ú Þ���·|æ�õ'æKöÆá�¾Aº�©q¢�«�¯²«|§
©£¬��

õµ©q¢�«�¯²ª�¦7­x¯ ¢�°`§x¨�¦%é�í�é�ò ª�¦�®�¢�¯ §x¯ ©q¢U¾�¬e©q­
kmin ≤

k ≤ kmax

¾
kmin ≥ 1

¡£¢�ª
kmax ≤ n

¾�§x¨�¦&©q¹�§ º�©q¥6¦
Ãq¦�º�§x©q­

Wkmax

¨�¡q«
ª�¯ ¥6¦7¢�«�¯ ©q¢
rkmax

¾�´
¨�¦7­x¦�¦�¡qºx¨-¶A©£·
«�¯ §x¯ ©q¢j¯²«
º7¡£±²º�¹�±²¡�§x¦�ª&³K¤��

•
¡M«�± ¯²ª�¯ ¢�°M´
¯ ¢�ª�©�´

wkmax

¯²«Å­x¹�¢j§x¨�­x©q¹�°q¨-§x¨�¦�«�¦�·
¸Q¹�¦7¢�º�¦

X
¬e­x©q¥ ¶A©Q«�¯ §x¯ ©q¢Ë¿j§x©

N − kmax − 1
Á

��©q­'¦�¡qº ¨j«�¹�³�«�¦�¸Q¹�¦7¢�º�¦Z¬e©q¹�¢�ª^¾�§x¨�¦�º�©q­x­x¦�«�¶C©£¢�ª�¦�ª
¦7± ¦7¥6¦7¢Q§�¯ ¢

Wkmax

¯²«Z¯ ¢�º�­x¦7¥6¦7¢q§x¦�ª�´
¯ §x¨H¡&¦7¯ °q¨Q§
Ekmax �

•
¬e©q­
¦�¡qºx¨

ki

¾
i = kmax−1, kmax−2 . . . kmin

¡]«�± ¯²ªK·
¯ ¢�°�´
¯ ¢�ª�©�´

wki

¯²«µ­x¹�¢6§x¨�­x©q¹�°q¨6§x¨�¦Z«�¦�¸Q¹�¦7¢�º�¦
X¬e­x©q¥ ¶A©Q«�¯ §x¯ ©q¢`¿]§ ©

N − ki − 1
Á���©q­�¦�¡qº ¨ê«�¹�³�·

«�¦�¸Q¹�¦7¢�º�¦&¬e©q¹�¢�ª^¾µ¡£± ±'¦7± ¦7¥6¦7¢Q§ «]¯ ¢
Wkmax

´
¨�¦7­x¦
§x¨�¦

k′

i
s
®�­ «|§�¦7± ¦7¥6¦7¢q§ «�´'¡q«^¬e©q¹�¢�ª^¾£¯²«�¯ ¢�º�­x¦7¥6¦7¢Q§x¦�ª

´
¯ §x¨»¡�¦7¯ °q¨q§
Eki

¾c´
¨�¦7­x¦
Ekmax

> Ekmax−1
>

Ekmax−2
> . . . > Ekmin

Á

¿



Âz¢»§x¨�¯²«&´�¡�¤q¾
´µ¦�º7¡£¢Ê¡�Ãq©q¯²ª\§x¨�¦�¡£¥�³�¯ °q¹�¯ §|¤\¶�­x©q³�·
± ¦7¥ô´
¯ §x¨�©q¹�§�¯ °q¢�©q­x¯ ¢�°-§x¨�¦&«�¯ ¥6¯ ±Ä¡£­x¯ §z¤�³A¦�§|´�¦7¦7¢E«�¥0¡£± ±
«�¹�³�«�¦�¸Q¹�¦7¢�º�¦�«7Á

� �Èü����-ý ��� û��-��� ��������� �������

Âz¢�©q­ ª�¦�­Å§x©M§x¦�«|§Z§x¨�¦���Ù?é�í�é�ò4º�©�ª�¯ ¢�°�¾C¡&«�¦�§Z©£¬µ¶�­x©£·
§x¦7¯ ¢�«Zº�±²¡q«x«�¯ ®�¦�ª&¬e­x©q¥ õ Ç"! ª�¡�§ ¡£³�¡q«�¦$#�´'¡q«�«�¦7± ¦�º § ¦7ª^Á
%c­x©£§x¦7¯ ¢�«0©£¬�§x¨�¦'&(&)¬e¹�¢�º�§x¯ ©q¢�¡£±Zº�±²¡q«x«�¦�«6¯ ¢»§x¨�¦êõ Ç"!
´'¡q«'¹�«�¦�ª^¾�´
¨�¦7­x¦�©q¢�¦�ß�à�à�¬e©q­
¦�¡qºx¨*º�±²¡q«x«�´'¡q«'³�¹�¯ ± §�Á
��©q­�¡j°q¯ Ãq¦7¢êß�à�à�¥0¡£¶�¶�¯ ¢�°)¡jº�±²¡q«x«7¾

150
¶�­x©£§x¦7¯ ¢�«

´�¦7­x¦M«�¦7± ¦�º�§x¦�ªH¬e©q­�¦�¡qº ¨ê©q¢�¦M©£¬�§x¨�¦&©£§x¨�¦7­
21

º�±²¡q«x«�¦�«7¾
§x©£§ ¡£± ¯ ø7¯ ¢�°

3150
¶�­x©£§x¦7¯ ¢�«U¬e©q­�¦�¡qº ¨�ß�à�à`º�±²¡q«x«�¯ ®�¦7­�Á ��©q­

§x¨�¦Eº�©q­x­x¦�«�¶A©q¢�ª�¯ ¢�°`º�±²¡q«x«7¾
3150

¡qª�ª�¯ §x¯ ©q¢�¡£±�¶�­x©£§x¦7¯ ¢�«
´�¦7­x¦]«�¦7± ¦�º�§x¦�ª^Á�ã'¨�¦7­x¦�¬e©q­x¦q¾A§x¨�¦�§x©£§ ¡£±�¢K¹�¥�³A¦7­�©£¬µ¶�­x©£·
§x¦7¯ ¢�«
´'¡q«µ§x¨�¦7¢

6300
Á

��©q­�§x¨�©Q«�¦0º�±²¡q«x«�¦�«�§x¨�¡�§�ª�¯²ªH¢�©£§�¨�¡�Ãq¦6¦7¢�©q¹�°q¨H¶�­x©£·
§x¦7¯ ¢�«7¾�± ¯ �q¦-§x¨�¦Wì�Ø�Ó�Õ × Ô�Ï&Ý�ÐOÏ�Ø�Ó�ÐOØ�Ïx×*)]Ó�ñ�ÐzÛ�ÝxÜq×�Õ ×�ÐzÛ�ìa¡£¢�ª
©£§x¨�¦7­ «7¾
°Q¡£¹�«x«�¯²¡£¢`­x¦�«x¡£¥6¶�± ¯ ¢�°W´'¡q«M¹�«�¦�ª»¯ ¢Ê©q­ ª�¦7­0§x©
¶�­x©�ÃK¯²ª�¦�§x¨�¦�«x¡£¥6¦Z¢K¹�¥�³A¦7­
©£¬�§x­ ¡£¯ ¢�¯ ¢�°]Ãq¦�º�§x©q­ «c¬e©q­Å¡£± ±
ß�à�à,+ «7Á
��©q­�¦�¡qºx¨*¶�­x©£§x¦7¯ ¢U¾�§x¨�¦�«�± ¯²ª�¯ ¢�°M´
¯ ¢�ª�©�´Å«

n = 2
¡£¢�ª

n = 1
´'¡q«'¹�«�¦�ª-´
¯ §x¨*´µ¦7¯ °q¨Q§ «

E2 = 1
¡£¢�ª

E1 = 0.5
Á

ã'¨�¦ZÃ�¡£± ¹�¦�«�¯ ¢M§x¨�¦Z©q¹�§ º�©q¥6¦�Ãq¦�º�§x©q­ «µ´µ¦7­x¦Z¢�©q­x¥0¡£± ¯ ø7¦�ª
³A¦�§|´�¦7¦7¢

0
¡£¢�ª

1
Á

��©q­�§x¨�¦�Ã£¡£± ¯²ª�¡�§x¯ ©q¢-«�¦�§�¾
500

Ã£¦�º�§x©q­ «7¾Q¬e­x©q¥�¦�¡qº ¨-«�¦�§
©£¬

3150
¶�­x©£§x¦7¯ ¢�«7¾Å´'¡q«M­ ¡£¢�ª�©q¥6± ¤%ºx¨�©Q«�¦7¢%§x©£§ ¡£± ¯ ø7¯ ¢�°

5300
¶�­x©£§x¦7¯ ¢�«�¬e©q­µ§x¨�¦
§ ­ ¡£¯ ¢�¯ ¢�°�«�¦�§'¡£¢�ª

1000
¶�­x©£§x¦7¯ ¢�«

¬e©q­'§x¨�¦�Ã£¡£± ¯²ª�¡�§x¯ ©q¢-«�¦�§�Á
ã'¨�¦0§x­ ¡£¯ ¢�¯ ¢�°�¡£± °q©q­x¯ §x¨�¥ ´'¡q«�§x¨�¦.-�Ô�ñq×�Ý�ÑlÔ�ì0/Å×?ï£Ø�Ù
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